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خلاصه: تیرها به‌ طور گسترده‌ای در سازه‌های مهندسی کاربرد دارند. در این مقاله یک جزء ساده‌ی کارای تیری رابطه‌سازی خواهد 
شد. برای تحلیل تیرها تئوري هاي متفاوتی همچون اولر-برنولی، تیموشنکو و برش مرتبه‌ی بالا ارائه شده است. در رابطه‌سازی جزء 
پیشنهادی از برقراری معادله‌ی حاکم بر تیر تیموشنکو بهره‌جویی می‌شود. این‌کار، افزون بر توانمندسازی جزء نو، شمار مجهول‌ها 
را خواهد کاست. جزء پیشنهادی تنها دو گره و در هر گره تنها دو درجه آزادی دارد. همچنین، از چند جمله‌ای مرتبه سوم و دوم، به 
ترتیب، برای میدان‌های جابه‌جایی و دوران استفاده می‌شود. پس از محاسبه‌ی ماتریس تابع‌های شکل جزء پیشنهادی، معادله‌های 
حاکم بر مسئله‌های استاتیکی، ارتعاش آزاد و کمانش برپا خواهند شد. در پایان، برای اثبات کارایی بالای جزء پيشنهادي، تحلیل‌های 
استاتیکی، ارتعاش آزاد و کمانش بر روی چندین مسئله انجام خواهد گرفت. در این مسئله‌ها از انواع مختلف شرایط تکیه‌گاهی استفاده 
خواهد شد. همچنین، با هدف سنجش توانایی‌های جزء پیشنهادی در تیرهای نازک و ضخیم، پاسخ‌ها برای تیر با نسبت‌های طول به 
ضخامت متفاوت حساب می‌شوند. در تحلیل ارتعاش آزاد پاسخ مودهای بالاتر نیز بررسی می‌گردند. آزمون‌های عددی، سرعت بالای 
همگرایی و دقت بالای جزء پیشنهادی و همچنين نبود مشكل قفل برشي را در تمامی مسئله‌های استاتیکی، ارتعاش آزاد و کمانش 

به اثبات می‌رسانند.  
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مقدمه-1 
عمرانی،  و  مکانیکی  سازه‌های  در  تیر‌ها  وسیع  کاربرد  به  توجه  با 
از  دارد.  زیادی  بسیار  اهمیت  مهندسی  در  تیر‌ها  دینامیکی  رفتار  مطالعه‌ی 
نخستین  است.  شده  ارائه  تیر‌ها  تحليل  برای  متعددی  نظریه‌‌های  این ‌رو، 
تئوري شناخته ‌شده‌ برای تیر‌ها در ابتدای قرن هجدهم میلادی توسط اولر 
و برنولی پیشنهاد شد. بر پایه‌ی این نظریه، صفحه‌ی عمود بر تار خنثی، بعد 
از تغییر  باقی می‌ماند. به سخن دیگر،  از تغییر ‌شکل عمود بر محور خنثی 
شکل‌های برشی در این راهکار صرف ‌نظر می‌گردد. این شيوه در تیر‌های 
با نسبت‌های طول به ضخامت کم، پاسخ‌ را بیشتر از اندازه‌ی دقیق نتیجه 
می‌دهد. لرد رایلی در قرن نوزدهم با معرفی تأثیر اینرسی دوراني1 بر روی 
حرکت‌های ارتعاشی تیر و فرکانس‌های طبیعی، این نظریه را یک گام فراتر 
هنوز  حال،  این  با  نمود.  اصلاح  را  اولر-برنولی  نظریه‌ی  کاستی‌های  و  برد 
دقت  بهبود  برای  مسئله‎های خاص  برخی  در  برش شایسته  الگوی  معرفی 

1  Rotary inertia

فرکانس‌های طبیعی مورد نیاز بود. بر این اساس، تیموشنکو در اوایل قرن 
بیستم با بهره‌گیری از مدل تیر رایلی یک نظریه‌ی تیری جدید را پیشنهاد 
روی  بر  را  چرخشی  اینرسی  و  برشی  تغییر شکل  اثر  فن  این  در  وی  داد. 
تیر  نام نظریه‌ی  با  این نظریه هم‌اکنون  نمود.  تیر واکاوی  ارتعاشی  حرکت 
تیموشنکو یا تغییر شکل برشی مرتبه اول شناخته می‌شود. اهمیت نظریه‌ی 
نسبت  با  تیر‌های  آزاد  ارتعاش  مسئله‌های  تحلیل  هنگام  در  تیموشنکو  تیر 
طول به ضخامت پایین آشکار می‌شود. در این روش، توزیع کرنش برشی در 
ضخامت تیر ثابت فرض می‌شود. از این ‌رو، عامل اصلاح برش به ‌صورت 
نسبت میانگین فشار برشی در مقطع عرضی به فشار برشی در بخش مرکزی 
معرفی می‌گردد. کاپور ضریب اصلاح برشی برای مقاطع مختلف را تصحیح 
نمود ]1[. هاتچینسون با مقایسه‌ی راه‌ حل تیر تیموشنکو با یک راه‌ حل سه‌ 
بعدی جدید برای یک تیر با تکیه‌گاه ساده، رفتار ضریب اصلاح برشی را در 

یک تیر تیموشنکو با مقطع مستطیلی واکاوی نمود ]2[. 
پژوهش‌های فراوانی بر روی تیر تیموشنکو انجام گرفته است. ارتعاش 
آزاد تیر‌های چند‌ دهانه با بهره‌گیری از روش رایلی-ریتز توسط ژائو بررسی 
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و  لی   .]3[ جست  بهره  تیموشنکو  تیر  تابع‌های  از  تیر  تحلیل  در  وی  شد. 
تغییر  نظریه‌ی  و  تیموشنکو  تیر  نظریه‌ی  میان  ارتباط  برقراری  با  همکاران 
طبیعی  فرکانس‌های  تعیین  برای  نو  راهکار  یک  کلاسیک،  برشی  شکل 
ارتعاش آزاد تیر‌ها ارائه نمودند ]4[. یک روش ایزوژئومتریک جدید بر پایه‌ی 
نظریه‌ی تیر تیموشنکو برای مطالعه‌ی ارتعاش آزاد تیر‌های تیموشنکو ضخیم 
توسط لی و پارک توسعه یافت. آنها در تحلیل تیر از سه طرح اصلاح ‌شده 
بهره گرفتند. همچنین، با استفاده از آزمون‌های عددی، خطای قفل برشی1 در 
تحلیل را شناسایی نمودند ]5[. آروین یک رابطه‌ی جدید برای تحلیل ارتعاش 
آزاد تیرهای میکرو چرخشی بر پایه‌ی نظریه‌ی گرادیان کرنش2 و فرضیه‌های 
مدل های تیر تیموشنکو و اولر-برنولی پیشنهاد داد. وی برای به ‌دست آوردن 
فرکانس های طبیعی محوری از فن تبدیل دیفرانسیلی3 معادله‌های حرکت 

بهره گرفت ]6[.
مود‌های  و  طبیعی  فرکانس‌های  برای  دقیق  حل‌های  راه‌  آن،  از  پس 
یک تیر تیموشنکو تحت شرایط مرزی مختلف توسط هوآنگ ارائه شد ]7[. 
همچنین، وی به همراه هی از روش سختی دینامیکی4 برای تحلیل ارتعاش 
آزاد تیر تیموشنکو بهره گرفتند ]8[. دواس و همکاران یک جزء محدود تیر 
تیموشنکو جدید را برای بررسي اثر ضریب اصلاح برشی بر روی فرکانس‌های 
طبیعی تیر ارائه دادند ]9[. یک روش دقیق برای حل مسئله‌های تیر تیموشنکو 
توسط چن و وانگ ارائه شد. آن‌ها برای تعیین فرکانسهای طبیعی و شکل 
های مود از یک تیر تیموشنکو که به طور جزئی با جرم های توزیع شده در 
موقعیت دلخواه بارگذاری می شوند، بهره جستند ]10[. لی و شواتز در تحلیل 
ارتعاش آزاد و کمانش تیر‌های تیموشنکو و صفحه‌های دایروی میندلین با 
شرط‌های مرزی مختلف، روش شبه طیفی5 چیبیشف را به‌ کار گرفتند ]11[. 
یک طرح عددی جدید برای مطالعه‌ی دقیق ارتعاش آزاد تیر‌های تیموشنکو با 
شرط‌های مرزی مختلف توسط فریرا و فاسشوئر معرفی شد. آن‌ها از تريكب 
تابع‌های پایه شعاعیRBF( 6( و روش شبه‌ طیفی برای این طرح استفاده 
ایزوژئومتریک7 در حل مسئله‌های  کردند ]12[. روش‌های روی ‌هم‌گذاری 
راهکار  این  از  استفاده  پیشنهاد شد.  و همکاران  بیروا  توسط  تیموشنکو  تیر 
راه‌حل  و همکاران یک  تربتی   .]13[ دارد  به همراه  را  برشی  حذف خطای 
دلخواه  بارگذاری  زیر  تیموشنکو  تیر‌های  آزاد  ارتعاش  تحلیل  برای  صریح 

1  Shear locking error
2  Strain gradient theory
3  Differential transform method
4  Dynamic stiffness method
5  Pseudo-spectral method
6  Radial basis function
7  Isogeometric collocation methods

پیشنهاد نمودند ]14[. یک جزء محدود تیر تیموشنکو جدید بر پایه‌ی نظریه‌ی 
گرادیان کرنش کسشان توسط زانگ و همکاران ارائه شد. آن‌ها رفتار خمش 
استاتیک، ارتعاش آزاد و کمانش میکرو تیر‌های تیموشنکو را واکاوی کردند 
آزاد  ارتعاش  تحلیل  در  را  راهکار جزء محدود غنی ‌شده  ]15[. شانگ یک 
از  رابطه‌سازی جزء  در  آن‌ها  دادند.  توسعه  تیموشنکو  تیر  مدل‌های مختلف 
دو روش جزء محدود تعمیم ‌یافتهGFEM( 8( و روش جزء محدود سلسله 

‌مراتبیHFEM( 9( بهره‌گرفتند ]16[.
چند  ترتیب،  به  چرخش،  و  جابه‌جایی  میدان‌های  برای  مقاله  این  در 
جمله‌ای‌های درجه‌ی سوم و دوم استفاده خواهد شد. برقراری معادله‌ی تعادل 
کارایی جزء  از شمار مجهول‌های گره‌ای می‌کاهد.  تیموشنکو  تیر  بر  حاکم 
نو در تحلیل‌های استاتیکی، ارتعاش آزاد و کمانش با کمک شمار زیادی از 
اثبات خواهد شد. پاسخ جزء پیشنهادی به این آزمون‌ها  آزمون‌های عددی 
ضخامت  به  طول  متفاوت  نسبت‌های  و  تکیه‌گاهی  مختلف  شرایط  برای 
این  برای  دیگران  خوب  جزءهای  نتایج  همچنین،  شد.  خواهد  حساب 

آزمون‌های عددی در دسترس قرار می‌گیرند.

رابطه‌سازی جزء محدود-2 
در این بخش یک جزء ساده‌ی کارا برای تحلیل استاتیکی، ارتعاش آزاد و 
کمانش تیرهای همگن و همسان‌گرد پیشنهاد خواهد شد. در رابطه‌سازی این 
جزء از برقراری معادله‌ی ایستایی حاکم بر تیر تیموشنکو بهره‌جویی می‌گردد. 
نخست، تابع‌های شکل جزء پیشنهادی حساب می‌شوند. پس از آن، معادله‌ی 
حاکم بر تحلیل استاتیکی، ارتعاش آزاد و کمانش تیرها، با یافتن ماتریس‌های 

سختی، جرم و سختی هندسی در دسترس قرار می‌گیرند.

 محاسبه‌ی تابع‌های شکل -1 -2
رابطه‌سازی جزء پیشنهادی بر پایه‌ی برقراری معادله‌ی ایستایی حاکم بر 
تیر تیموشنکو استوار است. این معادله در رابطه )1( نشان داده شده است. با 
هدف برقراری معادله‌ی ایستایی، برای میدان‌های جابه‌جایی قائم و چرخش، 
می‌گردد.  بهره‌جویی  دوم  و  سوم  مرتبه‌ی  جمله‌ای‌های  چند  از  ترتیب،  به 
بنابراین، به هفت درجه‌ی آزادی برای تعریف این میدان‌ها نیاز است. شکل 

1 هندسه‌ی اولیه‌ی جزء پیشنهادی را نمایش می‌دهد.
‌

8  Generalized Finite Element Method
9  Hierarchical Finite Element Method
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اولیه‌ی جزء پیشنهادی، بردار جابه‌جایی‌های گره‌ای به  برای هندسه‌ی 
شکل زیر خواهد بود. با کمک روش جزء محدود می‌توان ماتریس تابع‌های 
آمد.  خواهند  پیوست  در  ماتریس  این  درایه‌های  یافت.  را  وابسته  شکل 
است.  شده  داده  نشان   ∅ و    w عامل‌های  با  چرخش  و  خیز  تابع‌های 
 °N همچنین، ماتریس تابع‌های شکل وابسته به هندسه‌ی اولیه‌ی جزء با 

نشان داده می‌شود. تابع‌های شکل در پیوست )A1( می‌آیند.
‌

)2( (2 ) 𝐷𝐷∘
𝑇𝑇[𝑤𝑤1 𝜙𝜙1 𝑤𝑤2 𝜙𝜙3 𝑤𝑤4 𝑤𝑤5 𝜙𝜙5] 
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(3 ) {𝑤𝑤
𝜙𝜙} = [𝑁̄𝑁𝑤𝑤1 0 𝑁̄𝑁𝑤𝑤2 0 𝑁̄𝑁𝑤𝑤4 𝑁̄𝑁𝑤𝑤5 0

0 𝑁̄𝑁𝜙𝜙1 0 𝑁̄𝑁𝜙𝜙3 0 0 𝑁̄𝑁𝜙𝜙5
] 𝐷𝐷∘ = 𝑁𝑁∘  𝐷𝐷∘  
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با کمک میدان‌های فرض شده برای جابه‌جایی قائم و دوران، دو طرف 
معادله‌ی تعادل نشان داده شده در رابطه‌ی )1(، به شکل ماتریسی زیر حساب 
رابطه‌هایی میان  تیر تیموشنکو،  بر  تعادل حاکم  برقراری معادله‌ی  می‌شود. 
جابه‌جایی‌های گره‌ای به وجود ميآورد. در ادامه، از این وابستگی‌ها برای حذف 

4w استفاده خواهد شد. ∅3 و   ، 2w درجه‌های آزادی 

)4( (4 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2](𝐶𝐶1[𝑤𝑤1 𝑤𝑤5]𝑇𝑇 + 𝐶𝐶2[𝑤𝑤2 𝑤𝑤4]𝑇𝑇) 
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)5( (5 ) 𝜙𝜙 − 1
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�
(5 ) 𝜙𝜙 − 1

𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) 𝑙𝑙 = [1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2](𝐶𝐶3[𝜙𝜙1 𝜙𝜙5]𝑇𝑇 + 𝐶𝐶4[𝜙𝜙3]) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)6((6 ) , 𝐶𝐶2 =

[
 
 
 
 

9
𝑙𝑙 − 9

2𝑙𝑙
−45
𝑙𝑙2

36
𝑙𝑙2

81
2𝑙𝑙3 − 81

2𝑙𝑙3]
 
 
 
 

            𝐶𝐶1 =

[
 
 
 
 −

11
2𝑙𝑙

1
𝑙𝑙

18
𝑙𝑙2 − 9

𝑙𝑙2

− 27
2𝑙𝑙3

27
2𝑙𝑙3 ]

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)7( (7 )     , 𝐶𝐶4 =

[
 
 
 
 

8𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙2

4
𝑙𝑙

− 4
𝑙𝑙2 ]

 
 
 
 

 𝐶𝐶3 =

[
 
 
 
 1 − 4𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙2 − 4𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙2

− 3
𝑙𝑙 − 1

𝑙𝑙
2
𝑙𝑙2

2
𝑙𝑙2 ]

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

حسب  بر  را  تیموشنکو  تیر  تعادل  معادله‌ی  ماتریسی  شکل   )8( رابطه‌ی   
درجه‌های  ریاضی  عملیات  کمک  به  می‌دهد.  نشان  گره‌ای  مجهول‌های 

4w بر حسب سایر درجات آزادی نوشته می‌شوند. ∅3 و   ، 2w آزادی 

‌

)8( (8 ) [1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2](𝐶𝐶1[𝑤𝑤1 𝑤𝑤5]𝑇𝑇 + 𝐶𝐶2[𝑤𝑤2 𝑤𝑤4]𝑇𝑇) = 
[1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2](𝐶𝐶3[𝜙𝜙1 𝜙𝜙5]𝑇𝑇 + 𝐶𝐶4[𝜙𝜙3]) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)9( (9 ) [𝑤𝑤2 𝑤𝑤4 𝜙𝜙3]𝑇𝑇 =𝐶𝐶24 −1 𝐶𝐶13 [𝜙𝜙1 𝜙𝜙5 𝑤𝑤1 𝑤𝑤5]𝑇𝑇 
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شکل 1. هندسه‌ی اولیه‌ی جزء پیشنهادی

Fig. 1. Initial geometry of suggested element
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)10(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(10 ) 

𝐶𝐶13 =

[
 
 
 
 
 1 − 4𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙2 − 4𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙2

11
2𝑙𝑙 −1

𝑙𝑙

−3
𝑙𝑙 −1

𝑙𝑙 −18
𝑙𝑙2

9
𝑙𝑙2

2
𝑙𝑙2

2
𝑙𝑙2

27
2𝑙𝑙3 − 27

2𝑙𝑙3]
 
 
 
 
 

 

 
 
 

𝐶𝐶24 =

[
 
 
 
 
 9

𝑙𝑙 − 9
2𝑙𝑙 − 8𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙2

−45
𝑙𝑙2

36
𝑙𝑙2 −4

𝑙𝑙
81
2𝑙𝑙3 − 81

2𝑙𝑙3
4
𝑙𝑙2 ]

 
 
 
 
 

 

 
 
(10 ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

 برقراری معادله‌ی تعادل، کاهش تعداد درجه‌های آزادی را به همراه خواهد 
داشت. این کاهش تعداد مجهول‌ها، افزون بر افزایش کارایی، از حجم 
محاسبات خواهد کاست. هندسه‌ی نهایی جزء پیشنهادی در شکل 2 در 

دسترس قرار می‌گیرد. جزء پیشنهادی دو گره و در هر گره دو درجه آزادی 
دارد. بردار جابه‌جایی‌های گره‌ای در معادله )11( می‌آید. همچنین، شکل 
ماتریسی میدان‌های جابه‌جایی و چرخش به ‌صورت رابطه‌ی )12( خواهد 
بود. تابع‌های شکل هندسه‌ی نهایی جزء در پیوست )A2( آمده است. 

‌

)11( (11 ) 𝐷𝐷𝑇𝑇[𝑤𝑤𝑖𝑖 𝜙𝜙𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑗𝑗 𝜙𝜙𝑗𝑗]  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)12( (12 ) {𝑤𝑤
𝜙𝜙} = [𝑁𝑁𝑤𝑤1 𝑁𝑁𝑤𝑤2 𝑁𝑁𝑤𝑤3 𝑁𝑁𝑤𝑤4

𝑁𝑁𝜙𝜙1 𝑁𝑁𝜙𝜙2 𝑁𝑁𝜙𝜙3 𝑁𝑁𝜙𝜙4
] 𝐷𝐷 = 𝑁𝑁  𝐷𝐷 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

معادله‌ی حاکم بر ارتعاش آزاد و کمانش-2 -2 
با محاسبه‌ی تابع‌های شکل، میدان‌های چرخش و جابه‌جایی قائم جزء 
بر حسب بردار جابه‌جایی‌های گره‌ای نوشته می‌شوند. انرژي کرنشی جزء در 
، به ‌ترتیب،  xzτ xxσ و  برابری )13( آمده است. در این برابری عامل‌های 
محوري  کرنش  همچنین،  می‌دهند.  نمایش  را  برشی  و  محوري  تنش‌های 
با  تنش‌ها  رابطه‌ی  شده‌اند.  تعریف   xzγ و   xxε با  به ‌ترتیب،  برشی،  و 
و  محوري  کرنش  می‌آید. همچنین،   )14( برابری‌  در  نظیرشان  کرنش‌های 
در  جابه‌جایی  میدان‌های  می‌شوند.  حساب   )15( رابطه‌ی  پایه‌ی  بر  برشی 
راستای طولی و عرضی تیر، به ترتیب، با u و w نشان داده می‌شوند. ضریب 
کشسانی، ضریب برشی و ضریب اصلاح برشی مقطع، به‌ ترتیب، با عامل‌های 
 5
6

sk اندازه‌ی  sk مشخص می‌گردند. برای مقطع مستطیلی،  G ،E و 
به  بر حسب ضریب کشسانی  رابطه‌ی )16(  به ‌صورت  دارد. ضریب برشی 
ϑ نسبت پوآسون می‌باشد. در پایان، انرژي کرنشی جزء به  ‌دست می‌آید. 
این  کمینه‌سازی  می‌گیرد.  قرار  دسترس  در   )17( رابطهي  ماتریسی  شکل 
انرژي نسبت به بردار جابه‌جایی‌های گره‌ای، ماتریس سختی را در دسترس 
قرار می‌دهد. این ماتریس نیز در برابری )18( آمده است. همچنین، شکل 

صریح درایه‌های ماتریس سختی در پیوست )A4( می‌آید.
‌
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شکل 2. هندسه‌ی نهایی جزء پیشنهادی

Fig. 2. Final geometry of proposed element
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)13( (13 ) 𝑈𝑈 =1
2∫ ∫(𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝐴𝐴

𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)14( (14 ) 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐸𝐸𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)15( (15 ) 𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜙𝜙, 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝑧𝑧𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)16( (16 ) 𝐺𝐺 = 𝐸𝐸
2(1 + 𝜈𝜈) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)17( (17 ) 𝑈𝑈 = 1
2∫ [𝐸𝐸𝐸𝐸 (𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)

2
+ 𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺 ((

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕)

2
− 2𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙 + (𝜙𝜙)2)]

𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)18(
(18 ) 𝑲𝑲 = ∫ [𝐸𝐸𝐸𝐸 (

𝜕𝜕𝜨𝜨𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑇𝑇
(
𝜕𝜕𝜨𝜨𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 ) + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺 ((𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑇𝑇
(𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 ) − (𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑇𝑇
𝜨𝜨𝜙𝜙 −𝜨𝜨𝜙𝜙

𝑇𝑇 (𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 ) + 𝜨𝜨𝜙𝜙

𝑇𝑇𝜨𝜨𝜙𝜙)]
𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�
(18 ) 𝑲𝑲 = ∫ [𝐸𝐸𝐸𝐸 (

𝜕𝜕𝜨𝜨𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑇𝑇
(
𝜕𝜕𝜨𝜨𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 ) + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝐺𝐺𝐺𝐺 ((𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑇𝑇
(𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 ) − (𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑇𝑇
𝜨𝜨𝜙𝜙 −𝜨𝜨𝜙𝜙

𝑇𝑇 (𝜕𝜕𝜨𝜨𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 ) + 𝜨𝜨𝜙𝜙

𝑇𝑇𝜨𝜨𝜙𝜙)]
𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

با  می‌شود.  حساب   )19( رابطه‌ی  از  جزء  جنبشی  انرژي  همچنین، 
نسبت  انتگرال‌گیری  و  عرضی  و  طولی  جابه‌جایی  میدان‌های  جای‌گذاری 
به سطح، شکل ماتریسی انرژي جنبشی همانند رابطه‌ی )20( در اختیار قرار 
ρ چگالی جرمی را نشان می‌دهد. ماتریس جرم بر پایه‌ی  می‌گیرد. عامل 
اصل همیلتون به‌ صورت برابری )21( حساب می‌شود. افزون بر این، شکل 

صریح درایه‌های ماتریس جرم در پیوست )A5( می‌آید.
‌

)19( (19 ) 𝑇𝑇 =1
2∫ ∫ 𝜌𝜌 ((𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)

2
+ (𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 )

2
)

𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙

0
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)20( (20 ) 𝑇𝑇 =1
2∫ [𝜌𝜌𝜌𝜌 (𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 )

2
+ 𝜌𝜌𝜌𝜌 (𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 )

2
]

𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)21( (21 ) 𝑴𝑴 = ∫ [(𝜌𝜌𝜌𝜌)𝑵𝑵𝜙𝜙
𝑇𝑇𝑵𝑵𝜙𝜙 + (𝜌𝜌𝜌𝜌)𝑵𝑵𝑤𝑤

𝑇𝑇𝑵𝑵𝑤𝑤]
𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

حساب  خنثی  تعادل  شرایط  پایه‌ی  بر  نیز  کمانش  بر  حاکم  معادله‌ی 
P در  بار محوری  اثر  زیر  از جابه‌جایی  ناشی  انرژي کار خارجی  می‌شود. 
رابطه‌ی )22( می‌آید. همچنین، بر پایه‌ی این رابطه، ماتریس سختی هندسی 
به ‌صورت برابری )23( در دسترس قرار می‌گیرد. پیوست )A6( شکل صریح 

درایه‌های ماتریس سختی هندسی را در اختیار می‌گذارد.
‌

)22( (22 ) 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 1
2∫ 𝑃𝑃 (𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)

2𝑙𝑙

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

)23(
(23 ) 𝑲𝑲∫ (𝜕𝜕𝑵𝑵𝑤𝑤

𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑇𝑇
(𝜕𝜕𝑵𝑵𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 )𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙

0 𝑔𝑔
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

معادله‌ی کلی حاکم بر جزء در برابری )24( در دسترس قرار می‌گیرد.
‌

)24( (24 ) 𝑴𝑴𝑫̈𝑫 + (𝑲𝑲 − 𝑃𝑃 ⋅ 𝑲𝑲𝑔𝑔)𝑫𝑫 = 𝑭𝑭 
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آزمون های عددی
ارتعاش آزاد جزء  در این بخش پاسخ‌های تحلیل استاتیکی، کمانش و 
با جزء‌های خوب دیگران بررسی می‌شود. در تمامی  پیشنهادی در مقایسه 
ω بهره‌جویی گردیده است. این  بررسی‌های ارتعاش آزاد از عامل بدون بعد 

عامل در برابری )25( در اختیار قرار می‌گیرد.
‌

)25(
(26 ) 𝑁̄𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐

𝐿𝐿2
70 × 109𝐼𝐼 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

نخست، همگرایی جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد ارزیابی می‌شود. 
شکل 3 همگرایی جزء پیشنهادی را برای اولین مود ارتعاش آزاد در تیر دو 
سر مفصل با نسبت‌ طول به ضخامت 5 بررسی می‌کند. برای مقایسه‌ی بهتر، 
در شکل  نیز  كاهشي  انتگرال‌گيري  با  تیموشنکو  ایزوپارامتریک  جزء  پاسخ 
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ایزوپارامتریک  جزء  و  پیشنهادی  جزء  خطای  نمونه،  برای   .]17[ می‌آید   3
تیموشنکو در شبکه‌ی دو جزئی، به‌ترتیب، برابر با 0/6و 16/5 درصد می‌باشد.

نوشته  تیموشنکو  نظریه‌ی  پایه‌ی  بر  شده  استفاده  ایزوپارامتریک  جزء 
شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره می‌باشد. با توجه به تعداد 
تیموشنکو  ایزوپارامتریک  جزء  و  پیشنهادی  جزء  یکسان  آزادی  درجه‌های 
حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکه‌بندی یکسان برای این دو جزء تفاوتی 
ارتعاش  تحلیل  در  پیشنهادی  جزء  پاسخ  سریع  همگرایی  داشت.  نخواهد 

آزاد برای تیر ضخیم به روشنی بیانگر کارایی بالای آن می‌باشد. در ادامه، 

ω جزء پیشنهادی را در  جدول‌های 1 تا 6، فرکانس‌های بدون بعد طبیعی 

کنار نتایج جزء‌های خوب دیگران نمایش می‌دهند. در این جدول‌ها، تیر با 

شرایط تکیه‌گاهی مختلف با به كار بردن 40 جزء پيشنهادي تحليل می‌شوند. 

شرایط تکیه‌گاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با 

 P-S تعریف شده‌اند. همچنین، از نمادهای F-F و P-P، C-C نمادهای

 ، ،C-F و C-P برای شرایط تکیه‌گاهی یک سر مفصل یک سر غلتک 

یک سر گیردار و یک سر گیردار یک سر مفصل استفاده می‌گردد. در هر یک 
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شکل 3. همگرایی جزء پیشنهادی در مقایسه با جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو

Fig. 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element
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Figure 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element 
 

باشد. با  ی تیموشنکو نوشته شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره میی نظریه پایه  جزء ایزوپارامتریک استفاده شده بر 
بندی یکسان  های آزادی یکسان جزء پیشنهادی و جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکهتوجه به تعداد درجه

به روشنی بیانگر   تیر ضخیمسخ جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد برای  همگرایی سریع پابرای این دو جزء تفاوتی نخواهد داشت.  
های خوب  جزء پیشنهادی را در کنار نتایج جزء 𝜔̅𝜔های بدون بعد طبیعی ، فرکانس6تا  1های در ادامه، جدولباشد. یی بالای آن میاکار

شوند. شرایط می  جزء پیشنهادی تحلیل  40بردن    به کاربا    گاهی مختلفها، تیر با شرایط تکیهدهند. در این جدولدیگران نمایش می
-Pاند. همچنین، از نمادهای تعریف شده  F-Fو   C-C ،P-Pگاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با نمادهای تکیه

S  ،C-F    وC-P   گردد. سر مفصل استفاده می  گیردار یکسر    سر گیردار و یک  سر غلتک ، یک   سر مفصل یک  گاهی یکبرای شرایط تکیه
ها مختلف طول به ضخامت در این جدول  گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت نسبت در هر یک از این شرایط تکیه 

 آمده است.
 

𝜔̅𝜔   فرکانس بدون بعد .1جدول  = 𝜔𝜔𝑙𝑙2√𝜌𝜌𝜌𝜌
𝐸𝐸𝐸𝐸 گاهی در شرایط تکیهC-C فاوت های طول به ضخامت متبرای نسبت 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4  8532/7  9956/10  1372/14  2788/17  4204/20  5619/23  7035/26  8451/29  9867/32  

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4  85295 /7  995 /10  3591/41  2766 /17  4168/20  5567/23  696/26  8348/29  9729/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4  85294 /7  9949/10  1358/14  6527/17  4166 /20  5574/23  7011/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4  8529/7  9949/10  1359/14  2766 /17  417 /20  - - - - 

 Proposed 72998 /4  85296/7  995 /10  136 /14  2768/17  4174/20  5578/23  698 /26  8382/29  9786/32  

200 Lee and Schultz[11] 72963/4  85163/7  9917/10  1294/14  2651/17  3985/20  5292/23  6567 /26  7808/29  9009/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4  85161/7  9916/10  1293/14  265 /17  3983/20  5298/23  6618 /26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4  8516/7  9917/10  1294/14  2652/17  3989/20  - - - - 

 Proposed 72963/4  85163/7  9917/10  1295/14  2655/17  3993/20  5308/23  6596 /26  7858/29  9093/32  

100 Lee and Schultz[11] 7284/4  8469/7  98/10  1062/14  2246/17  3338/20  4325/23  5192/26  5926/29  6514/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4  84689/7  9799/10  1061/14  4422/17  3336/20  4328/23  5242/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4  8469/7  9801/10  1064/14  2249/17  335 /20  - - - - 
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جدول 1. فرکانس بدون بعد 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios

1 
 

 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4 8532/7 9956/10 1372/14 2788/17 4204/20 5619/23 7035/26 8451/29 9867/32 

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4 85295 /7 995 /10 1359/14 2766 /17 4168/20 5567/23 696/26 8348/29 9729/32 

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4 85294 /7 9949/10 1358/14 2765/17 4166 /20 5574/23 7011/26 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4 8529/7 9949/10 1359/14 2766 /17 417 /20 - - - - 

 Proposed 72998 /4 85296/7 995 /10 136 /14 2768/17 4174/20 5578/23 698 /26 8382/29 9786/32 

200 Lee and Schultz[11] 72963/4 85163/7 9917/10 1294/14 2651/17 3985/20 5292/23 6567 /26 7808/29 9009/32 

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4 85161/7 9916/10 1293/14 265 /17 3983/20 5298/23 6618 /26 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4 8516/7 9917/10 1294/14 2652/17 3989/20 - - - - 

 Proposed 72963/4 85163/7 9917/10 1295/14 2655/17 3993/20 5308/23 6596 /26 7858/29 9093/32 

100 Lee and Schultz[11] 7284/4 8469/7 98/10 1062/14 2246/17 3338/20 4325/23 5192/26 5926/29 6514/32 

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4 84689/7 9799/10 1061/14 2244/17 3336/20 4328/23 5242/26 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4 8469/7 9801/10 1064/14 2249/17 335 /20 - - - - 

 Proposed 7284/4 84692/7 9801/10 1064/14 2253/17 3355/20 4358/23 5253/26 6032/29 6687 /32 

50 Lee and Schultz[11] 7235/4 82817 /7 9341/10 0154/14 0679/17 0868/20 0682/23 0086/26 9052/28 7558/31 

 Kocaturk and Simsek[18] 72347 /4 82816/7 9339/10 0154/14 0675/17 0866 /20 0678/23 013 /26 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7235/4 8283/7 9345/10 0167/14 0696 /17 0911/20 - - - - 

 Proposed 7235/4 82822 /7 9343/10 0162/14 07/17 0916/20 0778/23 026 /26 9345/28 8025/31 

20 Lee and Schultz[11] 68991/4 70352 /7 6401/10 4611/13 159 /16 7318/18 1825/21 5168/23 7421/25 8662 /27 

 Kocaturk and Simsek[18] 68987/4 70351 /7 6399/10 4611/13 1586/16 7316/18 1825/21 5193/23 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 6902/4 7052/7 6447/10 4703/13 1754/16 7573/18 - - - - 

 Proposed 68993/4 70375 /7 6413/10 4649/13 1682/16 751 /18 2177/21 5758/23 8343/25 0025/28 

10 Lee and Schultz[11] 57955 /4 33122 /7 85611/9 1454/12 2324/14 1487/16 9215/17 5723/19 1185/21 5735/22 

 Kocaturk and Simsek[18] 57951 /4 33121 /7 85595 /9 1453/12 2323/14 1478/16 9214/17 3788/19 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 582 /4 3407/7 881 /9 1861/12 3018/14 2373/16 - - - - 

 Proposed 57962/4 33193 /7 85918 /9 154 /12 2513/14 1841/16 9807/17 6641 /19 2523/21 7598/22 

5 Lee and Schultz[11] 24201 /4 41794/6 28532 /8 90372 /9 3487/11 6402/12 4567/13 8101/13 4806/14 9383/14 

 Kocaturk and Simsek[18] 24198 /4 41793/6 28526/8 90363/9 3486/11 6357/12 4567/13 8115/13 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 2563/4 4642/6 3758/8 0364/10 5314/11 8563/12 - - - - 

 Proposed 2422/4 41937/6 29037 /8 91591 /9 3727/11 6802/12 4786/13 8696 /13 5188/14 0278/15 
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Figure 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element 
 

باشد. با  ی تیموشنکو نوشته شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره میی نظریه پایه  جزء ایزوپارامتریک استفاده شده بر 
بندی یکسان  های آزادی یکسان جزء پیشنهادی و جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکهتوجه به تعداد درجه

به روشنی بیانگر   تیر ضخیمسخ جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد برای  همگرایی سریع پابرای این دو جزء تفاوتی نخواهد داشت.  
های خوب  جزء پیشنهادی را در کنار نتایج جزء 𝜔̅𝜔های بدون بعد طبیعی ، فرکانس6تا  1های در ادامه، جدولباشد. یی بالای آن میاکار

شوند. شرایط می  جزء پیشنهادی تحلیل  40بردن    به کاربا    گاهی مختلفها، تیر با شرایط تکیهدهند. در این جدولدیگران نمایش می
-Pاند. همچنین، از نمادهای تعریف شده  F-Fو   C-C ،P-Pگاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با نمادهای تکیه

S  ،C-F    وC-P   گردد. سر مفصل استفاده می  گیردار یکسر    سر گیردار و یک  سر غلتک ، یک   سر مفصل یک  گاهی یکبرای شرایط تکیه
ها مختلف طول به ضخامت در این جدول  گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت نسبت در هر یک از این شرایط تکیه 

 آمده است.
 

𝜔̅𝜔   فرکانس بدون بعد .1جدول  = 𝜔𝜔𝑙𝑙2√𝜌𝜌𝜌𝜌
𝐸𝐸𝐸𝐸 گاهی در شرایط تکیهC-C فاوت های طول به ضخامت متبرای نسبت 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4  8532/7  9956/10  1372/14  2788/17  4204/20  5619/23  7035/26  8451/29  9867/32  

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4  85295 /7  995 /10  3591/41  2766 /17  4168/20  5567/23  696/26  8348/29  9729/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4  85294 /7  9949/10  1358/14  6527/17  4166 /20  5574/23  7011/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4  8529/7  9949/10  1359/14  2766 /17  417 /20  - - - - 

 Proposed 72998 /4  85296/7  995 /10  136 /14  2768/17  4174/20  5578/23  698 /26  8382/29  9786/32  

200 Lee and Schultz[11] 72963/4  85163/7  9917/10  1294/14  2651/17  3985/20  5292/23  6567 /26  7808/29  9009/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4  85161/7  9916/10  1293/14  265 /17  3983/20  5298/23  6618 /26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4  8516/7  9917/10  1294/14  2652/17  3989/20  - - - - 

 Proposed 72963/4  85163/7  9917/10  1295/14  2655/17  3993/20  5308/23  6596 /26  7858/29  9093/32  

100 Lee and Schultz[11] 7284/4  8469/7  98/10  1062/14  2246/17  3338/20  4325/23  5192/26  5926/29  6514/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4  84689/7  9799/10  1061/14  4422/17  3336/20  4328/23  5242/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4  8469/7  9801/10  1064/14  2249/17  335 /20  - - - - 
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جدول 2. فرکانس بدون بعد 

Table 2. dimensionless natural frequencies for pinned supports with varies length to thickness 
ratios.

2 
 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 14159 /3 28319/6 4248/9 5664 /12 708 /15 8496/18 9911/21 1327/25 2743/28 4159/31 

500 Lee and Schultz[11] 14158 /3 2831/6 4245/9 5657/12 7066 /15 8473/18 9875/21 1273/25 2666 /28 4053/31 

 Kocaturk and Simsek[18] 14158 /3 28311/6 4245/9 5656 /12 7066 /15 8471/18 9878/21 0625/25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 1415/3 2831/6 4244/9 5656 /12 7066 /15 8472/18 - - - - 

 Proposed 14158 /3 2831/6 4245/9 5657/12 7068/15 8476/18 9883/21 1288/25 2692/28 4098/31 

200 Lee and Schultz[11] 14153 /3 28265/6 423 /9 5621/12 6997/15 8352/18 9684/21 0988/25 2261/28 3498/31 

 Kocaturk and Simsek[18] 14152 /3 28265/6 423 /9 5621/12 6996 /15 8351/18 9687/21 1025/25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 1415/3 2826/6 4229/9 5621/12 6996 /15 8352/18 - - - - 

 Proposed 14153 /3 28266/6 423 /9 5622/12 6999/15 8357/18 9695/21 101 /25 23/28 3564/31 

100 Lee and Schultz[11] 14133 /3 28106/6 4176/9 5494/12 6749/15 7926/18 9011/21 9988/24 0845/28 1568/31 

 Kocaturk and Simsek[18] 14132 /3 28105/6 4176/9 5494/12 6749/15 7925/18 9013/21 0022/25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 1413/3 281 /6 4176/9 5494/12 6749/15 7926/18 - - - - 

 Proposed 14133 /3 28106/6 4176/9 5496/12 6754/15 7937/18 9034/21 0034/25 0927/28 1705/31 

50 Lee and Schultz[11] 14053 /3 27471/6 3963/9 4994/12 5784/15 6282/18 6443/21 6227/24 5599/27 4533/30 

 Kocaturk and Simsek[18] 14052 /3 2747/6 3963/9 4993/12 5784/15 628 /18 6444/21 6249/24 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 1405/3 2747/6 3963/9 4994/12 5784/15 6283/18 - - - - 

 Proposed 14053 /3 27472/6 3964/9 4999/12 5798/15 6315/18 6513/21 6359/24 583 /27 4912/30 

20 Lee and Schultz[11] 13498 /3 23136/6 2554/9 1813/12 9926/14 681 /17 2447/20 6862 /22 0111/25 2263/27 

 Kocaturk and Simsek[18] 13498 /3 23136/6 2554/9 1812/12 9926/14 6802/17 2445/20 6809/22 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 1349/3 2313/6 2554/9 1816/12 9935/14 6829/17 - - - - 

 Proposed 13499 /3 23145/6 256 /9 1836/12 999 /14 6954/17 2726/20 7353/22 0906/25 3472/27 

10 Lee and Schultz[11] 11568/3 09066/6 84052 /8 3431/11 6132/13 679 /15 5705/17 3142/19 9325/20 4441/22 

 Kocaturk and Simsek[18] 11567/3 09066/6 84048 /8 343 /11 6131/13 6769 /15 57/17 1928/19 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 1156/3 0908/6 8414/8 3463/11 6207/13 6938/15 - - - - 

 Proposed 11569/3 09094/6 84229 /8 3492/11 6282/13 7093/15 6239/17 3997/19 0606 /21 6257/22 

5 Lee and Schultz[11] 04533 /3 67155/5 83952 /7 65709/9 222 /11 6022/12 0323/13 4443/13 8433/13 4378/14 

 Kocaturk and Simsek[18] 04533 /3 67155/5 83949 /7 65693/9 2219/11 5971/12 0323/13 4442/13 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 0454/3 6731/5 8469/7 6769 /9 2625/11 6723/12 - - - - 

 Proposed 04537 /3 67231/5 8433/7 66779/9 2448/11 643 /12 0486/13 4644/13 909 /13 4687/14 
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Figure 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element 
 

باشد. با  ی تیموشنکو نوشته شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره میی نظریه پایه  جزء ایزوپارامتریک استفاده شده بر 
بندی یکسان  های آزادی یکسان جزء پیشنهادی و جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکهتوجه به تعداد درجه

به روشنی بیانگر   تیر ضخیمسخ جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد برای  همگرایی سریع پابرای این دو جزء تفاوتی نخواهد داشت.  
های خوب  جزء پیشنهادی را در کنار نتایج جزء 𝜔̅𝜔های بدون بعد طبیعی ، فرکانس6تا  1های در ادامه، جدولباشد. یی بالای آن میاکار

شوند. شرایط می  جزء پیشنهادی تحلیل  40بردن    به کاربا    گاهی مختلفها، تیر با شرایط تکیهدهند. در این جدولدیگران نمایش می
-Pاند. همچنین، از نمادهای تعریف شده  F-Fو   C-C ،P-Pگاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با نمادهای تکیه

S  ،C-F    وC-P   گردد. سر مفصل استفاده می  گیردار یکسر    سر گیردار و یک  سر غلتک ، یک   سر مفصل یک  گاهی یکبرای شرایط تکیه
ها مختلف طول به ضخامت در این جدول  گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت نسبت در هر یک از این شرایط تکیه 

 آمده است.
 

𝜔̅𝜔   فرکانس بدون بعد .1جدول  = 𝜔𝜔𝑙𝑙2√𝜌𝜌𝜌𝜌
𝐸𝐸𝐸𝐸 گاهی در شرایط تکیهC-C فاوت های طول به ضخامت متبرای نسبت 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4  8532/7  9956/10  1372/14  2788/17  4204/20  5619/23  7035/26  8451/29  9867/32  

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4  85295 /7  995 /10  3591/41  2766 /17  4168/20  5567/23  696/26  8348/29  9729/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4  85294 /7  9949/10  1358/14  6527/17  4166 /20  5574/23  7011/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4  8529/7  9949/10  1359/14  2766 /17  417 /20  - - - - 

 Proposed 72998 /4  85296/7  995 /10  136 /14  2768/17  4174/20  5578/23  698 /26  8382/29  9786/32  

200 Lee and Schultz[11] 72963/4  85163/7  9917/10  1294/14  2651/17  3985/20  5292/23  6567 /26  7808/29  9009/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4  85161/7  9916/10  1293/14  265 /17  3983/20  5298/23  6618 /26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4  8516/7  9917/10  1294/14  2652/17  3989/20  - - - - 

 Proposed 72963/4  85163/7  9917/10  1295/14  2655/17  3993/20  5308/23  6596 /26  7858/29  9093/32  

100 Lee and Schultz[11] 7284/4  8469/7  98/10  1062/14  2246/17  3338/20  4325/23  5192/26  5926/29  6514/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4  84689/7  9799/10  1061/14  4422/17  3336/20  4328/23  5242/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4  8469/7  9801/10  1064/14  2249/17  335 /20  - - - - 
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جدول 3. فرکانس بدون بعد 

Table 3. dimensionless natural frequencies for free-free condition with varies length to thickness 
ratios

3 
 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4 8532/7 9956/10 1372/14 2788/17 4204/20 5619/23 7035/26 8451/29 9867/32 

500 Lee and Schultz[11] 73/4 85304 /7 9952/10 1362/14 277 /17 4174/20 5575/23 697 /26 836 /29 9744/32 

 Kocaturk and Simsek[18] 73/4 85303 /7 9951/10 136 /14 2768/17 4165/20 5529/23 6751/26 - - 

 Proposed 73001 /4 85304 /7 9952/10 1363/14 2772/17 418 /20 5585/23 699 /26 8395/29 9801/32 

200 Lee and Schultz[11] 72982 /4 85217 /7 9928/10 1311/14 2678/17 4022/20 5341/23 663/26 7885/29 9104/32 

 Kocaturk and Simsek[18] 72982 /4 85216/7 9927/10 1309/14 2672/17 4012/20 5278/23 6411/26 - - 

 Proposed 72982 /4 85218 /7 9928/10 1313/14 2681/17 403 /20 5356/23 6659 /26 7936/29 9187/32 

100 Lee and Schultz[11] 72918 /4 84908 /7 9843/10 1131/14 235 /17 3483/20 4516/23 5436/26 6228/29 6881/32 

 Kocaturk and Simsek[18] 72916/4 84906/7 9841/10 1129/14 2334/17 3472/20 4402/23 522 /26 - - 

 Proposed 72918 /4 84909 /7 9844/10 1134/14 2357/17 3499/20 4549/23 5497/26 6334/29 7052/32 

50 Lee and Schultz[11] 72659/4 83679/7 9508/10 0426/14 1078/17 1415/20 1394/23 0979/26 0138/29 8846/31 

 Kocaturk and Simsek[18] 72658/4 83677/7 9505/10 0424/14 1077/17 1409/20 1358/23 0772/26 - - 

 Proposed 72659/4 83683/7 951 /10 0434/14 11/17 1464/20 149 /23 1153/26 0432/29 9315/31 

20 Lee and Schultz[11] 70873 /4 75404 /7 7332/10 604 /13 355 /16 9813/18 4834/21 8654/23 1335/26 2949/28 

 Kocaturk and Simsek[18] 70873 /4 75402 /7 7332/10 6036 /13 35/16 9781/18 4813/21 8446/23 - - 

 Proposed 70875 /4 75428 /7 7344/10 6078/13 3646 /16 0012/19 5201/21 927 /23 2298/26 4374/28 

10 Lee and Schultz[11] 64849/4 49719 /7 1255/10 5076/12 6682 /14 6358/16 4375/18 0959/20 6283/21 0452/23 

 Kocaturk and Simsek[18] 64849/4 49717 /7 1254/10 5074/12 668/14 6352/16 4371/18 0782/20 - - 

 Proposed 64856/4 49795 /7 1289/10 5172/12 6891/14 6746 /16 5021/18 1949/20 7704/21 2383/23 

5 Lee and Schultz[11] 44958 /4 80257/6 77287 /8 4094/10 7942/11 8163/12 5584/13 652 /13 6971/14 7384/14 

 Kocaturk and Simsek[18] 44958 /4 80256/6 77284 /8 4093/10 794 /11 8162/12 5583/13 6517/13 - - 

 Proposed 4498/4 80431/6 77894 /8 4234/10 8196/11 8477/12 5916/13 6935/13 7583/14 8033/14 
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 همگرایی جزء پیشنهادی در مقایسه با جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو .3شکل 

Figure 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element 
 

باشد. با  ی تیموشنکو نوشته شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره میی نظریه پایه  جزء ایزوپارامتریک استفاده شده بر 
بندی یکسان  های آزادی یکسان جزء پیشنهادی و جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکهتوجه به تعداد درجه

به روشنی بیانگر   تیر ضخیمسخ جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد برای  همگرایی سریع پابرای این دو جزء تفاوتی نخواهد داشت.  
های خوب  جزء پیشنهادی را در کنار نتایج جزء 𝜔̅𝜔های بدون بعد طبیعی ، فرکانس6تا  1های در ادامه، جدولباشد. یی بالای آن میاکار

شوند. شرایط می  جزء پیشنهادی تحلیل  40بردن    به کاربا    گاهی مختلفها، تیر با شرایط تکیهدهند. در این جدولدیگران نمایش می
-Pاند. همچنین، از نمادهای تعریف شده  F-Fو   C-C ،P-Pگاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با نمادهای تکیه

S  ،C-F    وC-P   گردد. سر مفصل استفاده می  گیردار یکسر    سر گیردار و یک  سر غلتک ، یک   سر مفصل یک  گاهی یکبرای شرایط تکیه
ها مختلف طول به ضخامت در این جدول  گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت نسبت در هر یک از این شرایط تکیه 

 آمده است.
 

𝜔̅𝜔   فرکانس بدون بعد .1جدول  = 𝜔𝜔𝑙𝑙2√𝜌𝜌𝜌𝜌
𝐸𝐸𝐸𝐸 گاهی در شرایط تکیهC-C فاوت های طول به ضخامت متبرای نسبت 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4  8532/7  9956/10  1372/14  2788/17  4204/20  5619/23  7035/26  8451/29  9867/32  

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4  85295 /7  995 /10  3591/41  2766 /17  4168/20  5567/23  696/26  8348/29  9729/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4  85294 /7  9949/10  1358/14  6527/17  4166 /20  5574/23  7011/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4  8529/7  9949/10  1359/14  2766 /17  417 /20  - - - - 

 Proposed 72998 /4  85296/7  995 /10  136 /14  2768/17  4174/20  5578/23  698 /26  8382/29  9786/32  

200 Lee and Schultz[11] 72963/4  85163/7  9917/10  1294/14  2651/17  3985/20  5292/23  6567 /26  7808/29  9009/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4  85161/7  9916/10  1293/14  265 /17  3983/20  5298/23  6618 /26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4  8516/7  9917/10  1294/14  2652/17  3989/20  - - - - 

 Proposed 72963/4  85163/7  9917/10  1295/14  2655/17  3993/20  5308/23  6596 /26  7858/29  9093/32  

100 Lee and Schultz[11] 7284/4  8469/7  98/10  1062/14  2246/17  3338/20  4325/23  5192/26  5926/29  6514/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4  84689/7  9799/10  1061/14  4422/17  3336/20  4328/23  5242/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4  8469/7  9801/10  1064/14  2249/17  335 /20  - - - - 
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جدول 4. فرکانس بدون بعد 

Table 4. dimensionless natural frequencies for pinned-sliding supports with varies length to thick-
ness ratios

4 
 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 5708/1 71239 /4 854 /7 9956/10 1372/14 2788/17 4204/20 5619/23 7035/26 8451/29 

500 Lee and Schultz[11] 5708/1 71235 /4 8538/7 9951/10 1362/14 277 /17 4174/20 5575/23 697 /26 836 /29 

 Simsek and Kocaturk[19] 5708/1 7123/4 8538/7 9951/10 1362/14 277 /17 - - - - 

 Proposed 5708/1 71235 /4 8538/7 9951/10 1363/14 2772/17 418 /20 5585/23 699 /26 8395/29 

200 Lee and Schultz[11] 5708/1 71216/4 8529/7 9927/10 1311/14 2677/17 4021/20 534 /23 6629 /26 7884/29 

 Simsek and Kocaturk[19] 5708/1 7121/4 8529/7 9927/10 1311/14 2677/17 - - - - 

 Proposed 57079 /1 71216/4 853 /7 9928/10 1312/14 268 /17 4029/20 5356/23 6658 /26 7935/29 

100 Lee and Schultz[11] 57076/1 71149 /4 8498/7 9842/10 113 /14 2348/17 3481/20 4514/23 5432/26 6224/29 

 Simsek and Kocaturk[19] 5707/1 7114/4 8498/7 9842/10 1131/14 2349/17 - - - - 

 Proposed 57076/1 71149 /4 8498/7 9843/10 1133/14 2356/17 3497/20 4547/23 5494/26 633 /29 

50 Lee and Schultz[11] 57066/1 7088/4 8375/7 9505/10 0423/14 1073/17 1408/20 1384/23 0966 /26 0123/29 

 Simsek and Kocaturk[19] 5706/1 7088/4 8375/7 9505/10 0423/14 1073/17 - - - - 

 Proposed 57066/1 70881 /4 8375/7 9508/10 0431/14 1094/17 1456/20 1481/23 1142/26 042 /29 

20 Lee and Schultz[11] 56997/1 69027/4 7542/7 7319/10 602 /13 3524/16 9784/18 4804/21 8628/23 132 /26 

 Simsek and Kocaturk[19] 5699/1 6903/4 7542/7 732 /10 6025/13 3537/16 - - - - 

 Proposed 56997/1 69029/4 7545/7 7331/10 6059/13 3622/16 9987/18 5179/21 9258/23 2307/26 

10 Lee and Schultz[11] 56749/1 62769/4 49632/7 1223/10 5056/12 6697 /14 6448/16 4593/18 1378/20 7007/21 

 Simsek and Kocaturk[19] 5675/1 6277/4 4967/7 1241/10 5106/12 6805/14 - - - - 

 Proposed 56749/1 62776/4 49711 /7 1258/10 5154/12 6915/14 6856 /16 5276/18 2432/20 854 /21 

5 Lee and Schultz[11] 55784 /1 42026/4 80658/6 78525 /8 4663 /10 932 /11 1407/13 2379/13 8936/13 4219/14 

 Simsek and Kocaturk[19] 5578/1 4207/4 8103/6 7979/8 4953/10 9861/11 - - - - 

 Proposed 55784 /1 42048 /4 80846/6 79191 /8 4823/10 9629/11 1579/13 2903/13 9183/13 5027/14 
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 همگرایی جزء پیشنهادی در مقایسه با جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو .3شکل 

Figure 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element 
 

باشد. با  ی تیموشنکو نوشته شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره میی نظریه پایه  جزء ایزوپارامتریک استفاده شده بر 
بندی یکسان  های آزادی یکسان جزء پیشنهادی و جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکهتوجه به تعداد درجه

به روشنی بیانگر   تیر ضخیمسخ جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد برای  همگرایی سریع پابرای این دو جزء تفاوتی نخواهد داشت.  
های خوب  جزء پیشنهادی را در کنار نتایج جزء 𝜔̅𝜔های بدون بعد طبیعی ، فرکانس6تا  1های در ادامه، جدولباشد. یی بالای آن میاکار

شوند. شرایط می  جزء پیشنهادی تحلیل  40بردن    به کاربا    گاهی مختلفها، تیر با شرایط تکیهدهند. در این جدولدیگران نمایش می
-Pاند. همچنین، از نمادهای تعریف شده  F-Fو   C-C ،P-Pگاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با نمادهای تکیه

S  ،C-F    وC-P   گردد. سر مفصل استفاده می  گیردار یکسر    سر گیردار و یک  سر غلتک ، یک   سر مفصل یک  گاهی یکبرای شرایط تکیه
ها مختلف طول به ضخامت در این جدول  گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت نسبت در هر یک از این شرایط تکیه 

 آمده است.
 

𝜔̅𝜔   فرکانس بدون بعد .1جدول  = 𝜔𝜔𝑙𝑙2√𝜌𝜌𝜌𝜌
𝐸𝐸𝐸𝐸 گاهی در شرایط تکیهC-C فاوت های طول به ضخامت متبرای نسبت 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4  8532/7  9956/10  1372/14  2788/17  4204/20  5619/23  7035/26  8451/29  9867/32  

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4  85295 /7  995 /10  3591/41  2766 /17  4168/20  5567/23  696/26  8348/29  9729/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4  85294 /7  9949/10  1358/14  6527/17  4166 /20  5574/23  7011/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4  8529/7  9949/10  1359/14  2766 /17  417 /20  - - - - 

 Proposed 72998 /4  85296/7  995 /10  136 /14  2768/17  4174/20  5578/23  698 /26  8382/29  9786/32  

200 Lee and Schultz[11] 72963/4  85163/7  9917/10  1294/14  2651/17  3985/20  5292/23  6567 /26  7808/29  9009/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4  85161/7  9916/10  1293/14  265 /17  3983/20  5298/23  6618 /26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4  8516/7  9917/10  1294/14  2652/17  3989/20  - - - - 

 Proposed 72963/4  85163/7  9917/10  1295/14  2655/17  3993/20  5308/23  6596 /26  7858/29  9093/32  

100 Lee and Schultz[11] 7284/4  8469/7  98/10  1062/14  2246/17  3338/20  4325/23  5192/26  5926/29  6514/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4  84689/7  9799/10  1061/14  4422/17  3336/20  4328/23  5242/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4  8469/7  9801/10  1064/14  2249/17  335 /20  - - - - 
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جدول 5. فرکانس بدون بعد 

Table 5. dimensionless natural frequencies for clamped-free condition with varies length to 
thickness ratios

5 
 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 8751/1 6941/4 8548/7 996 /10 1371/14 2787/17 4203/20 5619/23 - - 

500 Kocaturk and Simsek[18] 8751/1 694 /4 8545/7 9949/10 136 /14 2765/17 4168/20 5547/23 - - 

 Proposed 8751/1 69404/4 8546/7 995 /10 1361/14 277 /17 4177/20 5581/23 6985/26 8389/29 

200 Kocaturk and Simsek[18] 8751/1 6937/4 8534/7 9921/10 1301/14 2662 /17 3996/20 529 /23 - - 

 Proposed 87509 /1 69377/4 8535/7 9922/10 1304/14 2668 /17 4011/20 5332/23 6628 /26 7897/29 

100 Kocaturk and Simsek[18] 875 /1 6927/4 8495/7 982 /10 1093/14 2294/17 3393/20 4387/23 - - 

 Proposed 87503 /1 69279/4 8496/7 9822/10 1099/14 2305/17 3427/20 4454/23 5375/26 6183/29 

50 Kocaturk and Simsek[18] 8748/1 6888/4 834 /7 9423/10 0283/14 0871/17 1102/20 0985/23 - - 

 Proposed 87481 /1 68889/4 8341/7 9426/10 0298/14 0899/17 1189/20 1133/23 0705/26 9887/28 

20 Kocaturk and Simsek[18] 8732/1 662/4 7303/7 6861 /10 5309/13 9025/14 978 /18 3312/21 - - 

 Proposed 87324 /1 66205/4 7307/7 6874/10 5356/13 2653/16 8747/18 3671/21 7494/23 0298/26 

10 Kocaturk and Simsek[18] 8677/1 5724/4 4153/7 5733/10 6524/12 4452/14 1224/16 5083/16 - - 

 Proposed 86771/1 57247 /4 41615/7 9906/9 3315/12 4658/14 4254/16 2385/18 9282/19 5121/21 

5 Kocaturk and Simsek[18] 8465/1 2852/4 6112/6 158 /10 4559/12 7887/12 354 /13 3551/14 - - 

 Proposed 84656/1 28548 /4 61287/6 52416/8 1716/10 5968/11 8205/12 3762/13 0005/14 3905/14 
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 در شرایط تکیه‌گاهی C-P برای نسبت‌های طول به ضخامت متفاوت

7 
 

 
 همگرایی جزء پیشنهادی در مقایسه با جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو .3شکل 

Figure 3. Converging of proposed element comparing to Timoshenko isoparametric element 
 

باشد. با  ی تیموشنکو نوشته شده و دارای دو گره و دو درجه آزادی در هر گره میی نظریه پایه  جزء ایزوپارامتریک استفاده شده بر 
بندی یکسان  های آزادی یکسان جزء پیشنهادی و جزء ایزوپارامتریک تیموشنکو حجم محاسبات تحلیل تیر در شبکهتوجه به تعداد درجه

به روشنی بیانگر   تیر ضخیمسخ جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد برای  همگرایی سریع پابرای این دو جزء تفاوتی نخواهد داشت.  
های خوب  جزء پیشنهادی را در کنار نتایج جزء 𝜔̅𝜔های بدون بعد طبیعی ، فرکانس6تا  1های در ادامه، جدولباشد. یی بالای آن میاکار

شوند. شرایط می  جزء پیشنهادی تحلیل  40بردن    به کاربا    گاهی مختلفها، تیر با شرایط تکیهدهند. در این جدولدیگران نمایش می
-Pاند. همچنین، از نمادهای تعریف شده  F-Fو   C-C ،P-Pگاهی دو سر گیردار، دو سر مفصل و دو سر آزاد، به ترتیب، با نمادهای تکیه

S  ،C-F    وC-P   گردد. سر مفصل استفاده می  گیردار یکسر    سر گیردار و یک  سر غلتک ، یک   سر مفصل یک  گاهی یکبرای شرایط تکیه
ها مختلف طول به ضخامت در این جدول  گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت نسبت در هر یک از این شرایط تکیه 

 آمده است.
 

𝜔̅𝜔   فرکانس بدون بعد .1جدول  = 𝜔𝜔𝑙𝑙2√𝜌𝜌𝜌𝜌
𝐸𝐸𝐸𝐸 گاهی در شرایط تکیهC-C فاوت های طول به ضخامت متبرای نسبت 

Table 1. dimensionless natural frequencies for clamped supports with varies length to thickness ratios 

L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 73004 /4  8532/7  9956/10  1372/14  2788/17  4204/20  5619/23  7035/26  8451/29  9867/32  

500 Lee and Schultz[11] 72998 /4  85295 /7  995 /10  3591/41  2766 /17  4168/20  5567/23  696/26  8348/29  9729/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72997 /4  85294 /7  9949/10  1358/14  6527/17  4166 /20  5574/23  7011/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7299/4  8529/7  9949/10  1359/14  2766 /17  417 /20  - - - - 

 Proposed 72998 /4  85296/7  995 /10  136 /14  2768/17  4174/20  5578/23  698 /26  8382/29  9786/32  

200 Lee and Schultz[11] 72963/4  85163/7  9917/10  1294/14  2651/17  3985/20  5292/23  6567 /26  7808/29  9009/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72962/4  85161/7  9916/10  1293/14  265 /17  3983/20  5298/23  6618 /26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7296/4  8516/7  9917/10  1294/14  2652/17  3989/20  - - - - 

 Proposed 72963/4  85163/7  9917/10  1295/14  2655/17  3993/20  5308/23  6596 /26  7858/29  9093/32  

100 Lee and Schultz[11] 7284/4  8469/7  98/10  1062/14  2246/17  3338/20  4325/23  5192/26  5926/29  6514/32  

 Kocaturk and Simsek[18] 72839 /4  84689/7  9799/10  1061/14  4422/17  3336/20  4328/23  5242/26  - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 7284/4  8469/7  9801/10  1064/14  2249/17  335 /20  - - - - 
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جدول 6. فرکانس بدون بعد 

Table 6. dimensionless natural frequencies for clamped-pinned condition with varies length to 
thickness ratios
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L/h Theory 
Mode 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 Classical theory 927 /3 069 /7 2101/10 352 /13 4933/16 6349/19 7765/22 9181/25 - - 

500 Kocaturk and Simsek[18] 9265/3 0684/7 2097/10 3508/13 4916/16 6319/19 7726/22 9165/25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 9265/3 0684/7 2097/10 3508/13 4916/16 6322/19 - - - - 

 Proposed 92657/3 06843/7 2098/10 3509/13 4918/16 6325/19 773 /22 9134/25 0538/29 1942/32 

200 Kocaturk and Simsek[18] 9264/3 0676 /7 2074/10 3458/13 4825/16 6169 /19 7495/22 8825/25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 9264/3 0676 /7 2074/10 3459/13 4826/16 6173/19 - - - - 

 Proposed 92641/3 06761/7 2075/10 346 /13 4828/16 6177/19 7504/22 8806/25 0082/29 1331/32 

100 Kocaturk and Simsek[18] 9258/3 0646 /7 1992/10 3283/13 4504/16 5638/19 6681 /22 7638/25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 9258/3 0647/7 1992/10 3284/13 4506/16 5646 /19 - - - - 

 Proposed 92581 /3 0647/7 1993/10 3286/13 451 /16 5654/19 6705/22 7654/25 849 /28 9208/31 

50 Kocaturk and Simsek[18] 9234/3 053 /7 1668 /10 2595/13 3256/16 3601/19 3731/22 358 /25 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 9234/3 0531/7 1671/10 26/13 3266 /16 3624/19 - - - - 

 Proposed 92345 /3 0531/7 1671/10 2602/13 3274/16 3644/19 3677/22 3343/25 2623/28 1504/31 

20 Kocaturk and Simsek[18] 9071/3 9747/6 9562/9 8306/12 5852/15 215 /18 7217/20 1063/23 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 9072/3 9754/6 9582/9 8349/12 5932/15 229 /18 - - - - 

 Proposed 90715 /3 97491/6 9571/9 8336/12 5931/15 2322/18 7535/20 1629/23 4688/25 6802/27 

10 Kocaturk and Simsek[18] 8517/3 7305/6 3658/9 7583/11 9329/13 9194/15 75/17 2987/19 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 8525/3 7346/6 3769/9 7802/11 9692/13 9742/15 - - - - 

 Proposed 85179 /3 73103/6 36829/9 7657/11 95/13 9537/15 8069/17 5348/19 1582/21 6939/22 

5 Kocaturk and Simsek[18] 6656 /3 0726/6 0743/8 786 /9 2866 /11 6191/12 1417/13 966/13 - - 

 Simsek and Kocaturk[19] 6708/3 0947/6 1219/8 8636 /9 3979/11 7717/12 - - - - 

 Proposed 6657 /3 07375/6 07879 /8 79764/9 3101/11 6645 /12 1591/13 8302/13 0009/14 9756/14 
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از این شرایط تکیه‌گاهی، پاسخ ده مود اول تحلیل ارتعاش آزاد برای هفت 
نسبت‌ مختلف طول به ضخامت در این جدول‌ها آمده است.

در جدول‌های 1 تا 6 پاسخ تعداد زیادی از مسئله‌های ارتعاش آزاد برای 
تیرهای نازک و ضخیم در شرایط تکیه‌گاهی متفاوت می‌آیند. این جدول‌ها، 
دقت بالای پاسخ جزء پیشنهادی در نسبت‌های ابعادی و شرایط تکیه‌گاهی 
مختلف، حتی برای مودهای بالاتر ارتعاش آزاد، را نشان می‌دهند. با هدف 
نمایش سرعت بالای همگرایی و دقت بالای پاسخ جزء پیشنهادی در تحلیل 
در  همگرایی  نمودار  مختلف،  تکیه‌گاهی  شرایط  تمامی  برای  آزاد  ارتعاش 
شکل 4 می‌آید. این نمودار برای ضخیم‌ترین حالت تیر نمایش داده شده در 
جدول‌ها یعنی نسبت طول به ضخامت 5، ترسیم شده است. جزء پیشنهادی 
در شبکه‌ی چهار جزئی برای شرایط تکیه‌گاهی C-C و P-S، به ‌ترتیب، 

در  حتی  اندک  بسیار  خطای  دارند.  خطا  درصد   0/01 و  درصد   0/47 تنها 

شبکه‌های درشت، سرعت همگرایی و دقت بالای جزء پیشنهادی را اثبات 

می‌نماید.

با  تیر  کمانش  تحلیل  پیشنهادی،  جزء  توانمندی  بررسی  منظور  به 

شرایط مختلف تکیه‌گاهی بررسی می‌شود. در این آزمون، از عامل بدون بعد 

، که در برابری )26( آمده است، بهره‌جویی می‌گردد. جدول 7  crN كمانش 

پاسخ‌های بار بحرانی کمانش بی ‌بعد تیر با نسبت طول به ضخامت 5 را برای 

انواع مختلف تکیه‌گاه‌ها نشان می‌دهد. در این تحلیل از شبکه‌ی 40 جزئی 

کمک گرفته می‌شود. برای مقایسه‌ی بهتر، پاسخ‌های ديگر پژوهشگران نیز 

در این جدول می‌آیند.
‌
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شکل 4. همگرایی پاسخ ارتعاش آزاد جزء پیشنهادی در نسبت طول به ضخامت 5 برای انواع شرایط تکیه‌گاهی

Fig.4 .Converging of proposed element’s frequency responses for length to thickness ratio of 5 and 
varies support conditions
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)26(
(25 ) 𝜔̄𝜔 = 𝜔𝜔𝐿𝐿2√𝜌𝜌𝜌𝜌𝐸𝐸𝐸𝐸  

 �

جدول 7 نشان می‌دهد جزء پیشنهادی در تحلیل کمانش نیز دقت بالایی 
دارد. همچنین، به منظور نشان دادن كارايي بالاي جزء پيشنهادي در تحليل 
 )5( در شكل  مرزي  مختلف  براي شرطهاي  آن  همگرايي  نمودار  كمانش، 
نشان داده شده است. جزء پیشنهادی در شبکه‌ی دو جزئی برای حالت‌های 
C-C و C-F، به ترتیب، تنها 5 و 0/17 درصد خطا دارد. همچنین، درصد 

 C-C خطای تحلیل کمانش در شبکه‌ی هشت جزئی برای شرایط گیرداریی
و C-F، به ترتیب، تنها 1 و 0/008 درصد می‌باشد.

در پایان، توانمندی جزء پیشنهادی در تحلیل استاتیکی بررسی می‌گردد. 
برای این‌ کار، جابه‌جایی ماکزیمم یک تیر با تکیه‌گاه ساده زیر بار گسترده‌ی 
q حساب می‌شود. در اين حالت براي تحليل تير، 40 جزء پيشنهادي به كار 
ميرود. جدول‌های 8 و 9 تغییر شکل حداکثر تیر دو سر مفصل، به ترتیب، 
در تیرهای ضخیم و نازک را نمایش می‌دهند. در هر یک از این جدول‌ها، 
پاسخ‌های جزء پیشنهادی در کنار نتایج جزءهای خوب دیگر پژوهش‌گران 
با  ابعادی مختلف می‌آیند. جابه‌جایی حداکثر در تیر  با نسبت‌های  برای تیر 
تکیه‌گاه ساده در وسط دهانه اتفاق می‌افتد. در این ارزیابی ضریب کشسانی 
و ضریب پوآسون، به ترتیب، اندازه‌های 29000 و 0/3 دارند. همچنین، شدت 

بار گسترده روی این تیر برابر با q=10 می‌باشد.
پاسخ‌های آمده در جدول‌های 8 و 9 دقت بالای جزء پیشنهادی را در 

 تیر با نسبت طول به ضخامت 5
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 گاهیبرای انواع شرایط تکیه 5همگرایی پاسخ ارتعاش آزاد جزء پیشنهادی در نسبت طول به ضخامت  .4شکل 

Figure 4. Converging of proposed element’s frequency responses for length to thickness ratio of 5 and varies 
support conditions 

 
از عامل   د. در این آزمون،شوگاهی بررسی میبه منظور بررسی توانمندی جزء پیشنهادی، تحلیل کمانش تیر با شرایط مختلف تکیه

بعد تیر با نسبت  های بار بحرانی کمانش بی پاسخ  7گردد. جدول  جویی میست، بهره ( آمده ا26که در برابری )  ،𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐کمانش   بدون بعد
ی شود. برای مقایسه جزئی کمک گرفته می  40ی  دهد. در این تحلیل از شبکهها نشان میگاهرا برای انواع مختلف تکیه   5طول به ضخامت  

 آیند. نیز در این جدول می دیگر پژوهشگران های بهتر، پاسخ
(26 ) 𝑁̄𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐

𝐿𝐿2
70 × 109𝐼𝐼 

 
 

N̅crبار بحرانی کمانش بدون بعد   .7جدول  = Ncr
12l2
Eh3  5تیر با نسبت طول به ضخامت 

Table 7. dimensionless buckling force for length to thickness ratio of 5. 
Elements C-C P-P C-F 
Proposed 415/154  8372/48  077/13  

Volkan Kahya et al.[20] 943/151  5907/48  0594/13  

Nguyen et al.[21] 561/154  8406/48  0771/13  

Vo et al.[22] 55/154  8401/48  0771/13  
Vo et al.[23] 107/160  5901/49  0993/13  

Li and Batra [24]a 35/154  835/48  213/13  

Li and Batra[24] b 35/154  835/48  213/13  
Li and Batra[24] c 31/214  578/53  394/13  

 
ی بالای جزء  یامنظور نشان دادن کار  به همچنین،  .  دارد  ییبالا  دقت   ز ین  کمانش  لیتحل  در  جزء پیشنهادی  دهدینشان م  7  جدول
جزء پیشنهادی در    ( نشان داده شده است.5مرزی در شکل )های مختلف  آن برای شرط  ، نمودار همگراییدر تحلیل کمانش  پیشنهادی

درصد خطا دارد. همچنین، درصد خطای تحلیل کمانش در    17/0و    5، به ترتیب، تنها  C-Fو    C-Cهای  ی دو جزئی برای حالت شبکه
 باشد. درصد می 008/0و  1، به ترتیب، تنها C-Fو   C-Cی هشت جزئی برای شرایط گیرداریی شبکه
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جدول 7. بار بحرانی کمانش بدون بعد 

Table 7. dimensionless buckling force for length to thickness ratio of 5.
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Elements C-C P-P C-F 

Proposed 415/154 8372 /48 077/13 

Volkan Kahya et al .[20] 943/151 5907 /48 0594 /13 
Nguyen et al .[21] 561/154 8406 /48 0771 /13 

Vo et al.[22] 55 /154 8401 /48 0771 /13 

Vo et al.[23] 107/160 5901 /49 0993 /13 

Li and Batra [24]a 35 /154 835/48 213/13 

Li and Batra[24] b 35 /154 835/48 213/13 

Li and Batra[24] c 31 /214 578/53 394/13 
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شکل 5. نمودار همگرایی پاسخ كمانش جزء پیشنهادی در نسبت طول به ضخامت 5 برای انواع شرایط تکیه‌گاهی

Fig.5 . Converging of proposed element’s buckling results for length to thickness ratio of 5 and varies 
support conditions

q جدول 8. جابه‌جایی حداکثر تیر ضخیم با تکیه‌گاه ساده برای نسبت‌های طول به ضخامت متفاوت زیر بار گسترده

Table 8. maximum displacement of simply supports thick beam with varies length to thickness ratios 
under uniform load of q
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Theory Source 
L/h 

12/12 40/12 80/12 160/12 

Proposed 00226/0 09771/0 3482 /1 711/20 

EBT EBT4[25] 000644 /0 07971/0 275/1 41 /20 
 [26] 000647 /0 07982/0 2771 /1 434/20 
 [27] 000647 /0 07982/0 2771 /1 434/20 

FSDT FSDT8[25] 002261 /0 09785/0 35 /1 75 /20 
 [26] 002261 /0 09775/0 3489 /1 721/20 
 [27] 00226/0 09775/0 3488 /1 721/20 

HOBT HOBT10[25] 002218/0 09762/0 347/1 7/20 
 [26] 002221/0 09771/0 3488 /1 721/20 
 [27] 00222/0 09771/0 3488 /1 721/20 
 [28] 00222/0 0977 /0 3486 /1 717/20 
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با  مقاله،  این  در  می‌دهند.  نشان  نازک  و  تیرهای ضخیم  استاتیکی  تحلیل 
استفاده از چندین آزمون عددی، کارایی جزء پیشنهادی در تمامی مسئله‌های 

تحلیل استاتیکی، ارتعاش آزاد و کمانش به اثبات رسید.

 نتیجه‌گیری -3
در این مقاله یک جزء جديد تیری رابطه‌سازی شد. به منظور رابطه‌سازي 
گرفته  تیموشنکو کمک  تیر  بر  حاکم  معادله‌ی  برقراری  از  پیشنهادی،  جزء 
شد. میدان‌های چرخش و جابه‌جایی به‌ گونه‌ای انتخاب شدند که معادله‌ی 
حاکم بر تیر تیموشنکو برقرار گردد. افزون بر این، برقراري معادله‌ی حاکم 
این  نمود.  ایجاد  گره‌ای  مجهولات  میان  وابستگی‌هایی  تیموشنکو  تیر  بر 
وابستگی‌ها، افزون بر کاراسازی جزء پیشنهادی، از تعداد مجهول‌ها کاست. 
و همگرایی  درشت  در شبکه‌های  بالا  دقت  پیشنهادی  کارای  و  جزء ساده 
سریع دارد. برای اثبات کارایی جزء نو از شمار فراوان و متنوعی از آزمون‌های 
عددی بهره‌جویی گشت. در این مقاله اثبات شد که جزء ساده‌ی پیشنهادی 
نه تنها در تحلیل ارتعاش آزاد بلکه در تحلیل‌های استاتیکی و کمانش نیز 
توانمندی بسیار عالی دارد. برای هر یک از تحلیل های استاتیکی، کمانش و 
ارتعاش آزاد تعدادی آزمون عددی استفاده شد. این آزمون‌های عددی، شرایط 
تکیه‌گاهی مختلف و نسبت‌های ابعادی متفاوت داشتند. دقت بالا در تمامی 
این حالت‌ها برای انواع مختلف تحلیل‌ها، کارایی عالی این جزء پیشنهادی 

ساده را به خوبی نمایش می‌دهد. 

فهرست علائم -4 

q جدول 9. جابه‌جایی حداکثر تیر نازک با تکیه‌گاه ساده برای نسبت‌های طول به ضخامت متفاوت زیر بار گسترده

Table 9. maximum displacement of simply supports thin beam with varies length to thickness ratios under 
uniform load of q.
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Theory Source 
L/h 

12/1 40/1 80/1 160/1 

Proposed 13605/1 0772 /138 654/2206 13 /35296 

EBT EBT4[25] 112/1 3/137 2197 35160 
 [27] 11724/1 931/137 897/2206 34 /35310 

FSDT FSDT8[25] 138/1 3/138 2210 35360 
 [27] 13661/1 1462 /138 757/2207 79 /35313 

HOBT HOBT10[25] 135/1 138 2206 35280 
 [27] 1366/1 1462 /138 757/2207 79 /35313 
 [28] 1364 /1 08 /138 3/2206 35287 
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𝑲𝑲(2,1) = 𝑲𝑲(4,1) = −𝑲𝑲(3,2) = −𝑲𝑲(4,3) = 𝑙𝑙
2𝑲𝑲(1,1)

𝑲𝑲(2,2) = 𝑲𝑲(4,4) = (5𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝛿𝛿2 𝑙𝑙2 + 24𝐸𝐸 𝐼𝐼 𝛿𝛿2 − 10𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝛿𝛿 𝑙𝑙4 + 5𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝑙𝑙6 + 72𝐸𝐸 𝐼𝐼 𝑙𝑙4)/(24 𝑙𝑙 𝛿𝛿2)
𝑲𝑲(4,2) = (5𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝛿𝛿2 𝑙𝑙2 − 24𝐸𝐸 𝐼𝐼 𝛿𝛿2 − 10𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝛿𝛿 𝑙𝑙4 + 5𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝑙𝑙6 + 72𝐸𝐸 𝐼𝐼 𝑙𝑙4)/(24 𝑙𝑙 𝛿𝛿2)
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(A5) 

{
  
 

  
 𝑴𝑴(1,1) = 𝑴𝑴(3,3) = 𝑙𝑙 𝜌𝜌(70𝐴𝐴 𝛿𝛿2 + 7𝐴𝐴 𝛿𝛿 𝑙𝑙2 + 𝐴𝐴 𝑙𝑙4 + 252𝐼𝐼 𝑙𝑙2)/(210 𝛿𝛿2)
𝑴𝑴(2,1) = −𝑴𝑴(4,3) = 𝑙𝑙2𝜌𝜌(35𝐴𝐴 𝛿𝛿2 + 7𝐴𝐴 𝛿𝛿 𝑙𝑙2 − 420 𝐼𝐼 𝛿𝛿 + 2𝐴𝐴 𝑙𝑙4 + 504 𝐼𝐼 𝑙𝑙2)/(840 𝛿𝛿2)

𝑴𝑴(3,1) = −𝑙𝑙 𝜌𝜌(−35𝐴𝐴 𝛿𝛿2 + 7𝐴𝐴 𝛿𝛿 𝑙𝑙2 + 𝐴𝐴 𝑙𝑙4 + 252 𝐼𝐼 𝑙𝑙2)/(210 𝛿𝛿2)
𝑴𝑴(4,1) = −𝑴𝑴(3,2) = 𝑙𝑙2𝜌𝜌(−35𝐴𝐴 𝛿𝛿2 + 7𝐴𝐴 𝛿𝛿 𝑙𝑙2 − 420 𝐼𝐼 𝛿𝛿 + 2𝐴𝐴 𝑙𝑙4 + 504 𝐼𝐼 𝑙𝑙2)/(840 𝛿𝛿2)
𝑴𝑴(2,2) = 𝑴𝑴(4,4) = 𝑙𝑙 𝜌𝜌(7𝐴𝐴 𝛿𝛿2 𝑙𝑙2 + 280 𝐼𝐼 𝛿𝛿2 − 420 𝐼𝐼 𝛿𝛿 𝑙𝑙2 + 𝐴𝐴 𝑙𝑙6 + 252 𝐼𝐼 𝑙𝑙4)/(840 𝛿𝛿2)

𝑴𝑴(4,2) = 𝑙𝑙 𝜌𝜌(−7𝐴𝐴 𝛿𝛿2 𝑙𝑙2 + 140 𝐼𝐼 𝛿𝛿2 − 420 𝐼𝐼 𝛿𝛿 𝑙𝑙2 + 𝐴𝐴 𝑙𝑙6 + 252 𝐼𝐼 𝑙𝑙4)/(840 𝛿𝛿2)
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این صفحه عمداً خالی است
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